
2024학년도 장시인 모의고사 4회 15번.
모든 자연수 에 대하여 실수 전체의 집합에서 연속인 함수 와 수열 은 다음 조건을 만족한

다.






  ×,   일 때,  


이다. 의 값을 구하시오.

(단, 와 는 서로소인 자연수이다.)

2024학년도 장시인 모의고사 4회 15번 해설.
모든 자연수 에 대하여 성립하는 수열이 제시되었으므로 대입을 통해 양상을 관찰한다.

   대입: ≤  에서 ′  이다.   이다.

   대입: ≤  에서 ′  이다.   이다.

   대입: ≤  에서 ′  이다.   이다.

⋮ ⋮

이하의 과정을 통해 자연수를 기점으로 구간별로 정의된 함수의 기울기가 달라짐을 알 수 있다.

또한, 의 각 항들은 상수이고 가 연속이므로 는 기울기가 다른 직선들이 무수히 많이

이어져 있는 함수이다.

  의 식 정리 혹은 위와 같은 귀납적 대입으로 와   가

    ⋯에서 교점을 가짐을 알 수 있다.

따라서 는 일반적으로 아래와 같은 개형이다.

(가) ≤  에서 ′    ≤이고,   이다.

(나) 







  





이다.



여기서 일반성을 잃지 않고 함수 가 점  를 지난다고 가정하면  이다.

이때  


이므로 고, (나)에서 (는 자연수) 형태가 관찰되므로 두 항의

합을 구하면  이다.

이후의 함수에서도 개형이 같은 방식으로 전개된다.

∴은 항상 로 같다.









  








  

을 구했고 의 최댓값을 알고 있으므로 의 범위를 구할 수 있다.

이 최대가 될 때 은 최소가 되고  ,  으로 도 최대이다.

이때 




의 값이 




 로 등식을 만족시키므로, 함수 는  

까지 기울기가 , 으로 번갈아 나오는 함수이다.

문제에서  까지 정적분 값을 제시하고 있으므로  부터   까지 범위의 아직

정해지지 않은 부분을 구할 수 있다.






의 값은    아래 부분의 큰 삼각형의 넓이에서    위쪽 부분의 작은 삼각형의

넓이를 배 한 값을 더하면 구해지므로, 


××× ×이다.



즉, 남은 부분에서 ×의 정적분 값이 나와야 한다.

이때     과    및 축으로 둘러싸인 사다리꼴의 넓이는 ×이므로 위

에서 구한 값과 같다. 즉, ≤  에서   이다.

따라서   에서    이다.




이고 분모와 분자의 두 수가 연속하는 자연수로 서로소이므로, 정답은 이다.


