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Abstract

1 Proof

이 글에서는 연속된 10개의 자연수의 곱이 절대로 완전제곱수가 될 수 없음을 보일 것이다. 즉,

10∏
i=1

(n+ i) = (n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ 10) = k2

을 만족시키는 자연수 n과 k가 존재하지 않음을 보일 것이다. 우선 자연수 n에 대하여 n의 radical을
다음과 같이 정의하자.

Definition of a Radical for n ∈ N

자연수 n에 대하여 n의 홀수 지수 소인수들의 곱을 n의 radical이라 하고, 이를 R(n)이라 쓰자.
즉, R(n)은 n에서 완전제곱수의 요소들을 모두 제거한 것이다. 예를 들면 R(3) = 3, R(24) = 6,
R(27) = 3 이다. n의 완전제곱수 요소는 이들의 곱이 완전제곱수가 되는 데에 영향을 미치지
못하므로, 이를 제외하고 생각하자는 발상에서 비롯되었다.

이제 자연수 N을 다음과 같이 정의하자.

N =

10∏
i=1

R(n+ i)

즉, N은 연속된 10개의 자연수 각각의 radical들의 곱이다. radical이 아닌 요소는 모두 완전제곱수이
므로, 문제는 위와 같이 정의된 자연수 N이 완전제곱수가 될 수 없음을 보이는 것과 동치가 된다.

한편 11 이상의 소인수 p에 대하여 연속된 자연수 10개 중 p의 배수는 많아야 1개이고, 만약 N이
완전제곱수가 되는 경우가 존재하는 경우 N은 p를 짝수 개 가지고 있어야 하므로 결과적으로 N은 p의
배수가 될 수 없다는 결론을 얻는다. 즉, N이 가질 수 있는 소인수는 2, 3, 5, 7이 전부이다.

이제 N이 최대로 가질 수 있는 2의 개수를 구해보자. 연속된 10개의 자연수 중 짝수는 5개로 고정되어
있으므로 각각의 R(n+ i)이 모두 2를 소인수로 가진다고 하더라도 5개가 최대이다. 하지만 N 역시 완전
제곱수가 되어야 하므로 N이 가질 수 있는 2는 최대 4개이다. (5개가 될 수 없음을 직접 보이는 방법도
있다.)

3의 경우, 10개의 연속된 자연수 중 3의 배수는 최대 4개 (예시 : 3, 4, 5, · · · , 12)이므로 N이 가질 수
있는 3은 최대 4개이고, 실제 예시는 21, 22, 23, · · · , 30이다. (첫 번째 예시의 경우 R(9) = 1이므로 4개가
아니다.)

5의 경우, 10개의 연속된 자연수 중 5의 배수는 최대 2개이므로 N이 가질 수 있는 5는 최대 2개이다.
(예시 : 1, 2, 3, · · · , 10)

마지막으로 7의경우, 10개의연속된자연수중 7의배수는최대 2개이므로 N이가질수있는 7은최대
2개이다. (예시 : 7, 8, 9, · · · , 16)
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따라서 N은 24345272의 약수가 되어야 하고, 약수와 배수의 관계에 따라 다음이 성립한다.

N ≤ 24345272 (1)

한편 radical로 가능한 값들을 작은 것부터 나열하면

1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, · · ·

과 같이 완전제곱수가 아닌 수들에 1이 추가된 형태이므로, 만약 n + i들의 각각의 radical들이 모두
다르다면 이 radical들의 곱인 N에 대하여 다음 부등식이 성립해야 한다.

N ≥ 1× 2× 3× 5× 6× 7× 8× 10× 11× 12

= 2833527 · 11
(2)

하지만

2833527 · 11
24345272

=
24 × 11

21
=

176

21
> 1 (3)

이므로 식 (1)과 식 (2)는 서로 모순된다. 따라서 연속한 10개의 자연수 중 두 자연수 a, b (a < b)가
존재하여 R(a) = R(b)가 성립해야 한다.

R(a) = R(b) = r이라 하면 자연수 x, y가 존재하여 다음이 성립한다.{
a = rx2

b = ry2
, x < y

이때 a와 b는 연속한 10개의 자연수 안에 속해있으므로

b− a = r(y2 − x2) ≤ 9

가 성립하고, y2 − x2의 최솟값은 22 − 12 = 3이므로 r ≤ 3임을 알 수 있다.

먼저 r = 3인 경우, x = 1, y = 2로 값이 정해지므로 이는 3부터 12까지 곱한 경우이지만, 7과 11을
각각 한 개씩 가지고 있으므로 완전제곱수가 될 수 없다.

r = 2인 경우 y2 − x2 ≤ 4인 (x, y)의 순서쌍은 (x, y) = (1, 2)뿐이고, 이는 2와 8이 포함된 연속된
자연수 10개의 곱이다. 하지만 이 경우 역시 7을 두 개 포함할 수 없어 모순이 발생한다.

마지막으로 r = 1인 경우 y2 − x2 ≤ 9인 (x, y)의 순서쌍은 (x, y) = (1, 2), (1, 3), (2, 3), (3, 4), (4, 5)
이지만, 각 경우 모두 불가능함을 확인해볼 수 있다.

또는, n의 최솟값을 확인하여 직접 계산 없이 위 순서쌍에서 증명을 바로 끝낼 수도 있다. 연속한 10
개의 자연수 중 11의 배수는 많아야 1개이므로, 이들의 곱이 완전제곱수가 되기 위해서는 모두 11의 배수
이거나, 그 중 하나가 121과 같이 11을 짝수 개 가지고 있어야 한다. 연속한 10개의 자연수가 모두 121보다
작은 경우 이들이 모두 11의 배수가 아닐 때에만 완전제곱수가 될 가능성이 있지만, 11의 배수들 사이를
확인해보면 7, 13, 17, 19 등의 배수들이 항상 들어가 있어 121보다 작은 상황에서는 불가능하다는 것을 알
수 있다. 즉, r = 1, 2, 3인 경우의 모든 케이스는 100보다 작은 상황이므로 근본적으로 불가능한 해라는
것을 알 수 있다.

따라서 연속한 10개의 자연수 중 그 radical이 같은 것이 있는 경우에도 모순, 없는 경우에도 모순이
발생하므로 귀류법에 의해 증명이 완료되었다. ■
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